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Probability and Statistics
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Series of observations…

J k id h t  {1 3 2 2 1 2 1 1 2 3}Jack said he got   {1, 3, 2, 2, 1, 2, 1, 1, 2, 3}
John said he got  {3, 1, 2, 2, 3, 3, 2, 2, 3, 3}
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Probability and Statistics
1 2A B

1 1 2 3

2

1 2 3 3

3

Say, for the first k rolling, he used dice A. And he used dice B for remains.
Here’s the result.

1, 3, 2, 2, 1, 2, 1, 1, 2, 3, 3, 2, 1, 3, 3, 2, 3,……
Can you tell when did he change the dice by looking at the observations?

Likelihood function
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The probability having Δ given I is 
(Poisson statistics)
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with in a time interval, T, is

The Question is 
what is the most likely value of I that gives rise to the 

observed inter‐photon duration sequence {Δ1,…,ΔN}?!n

To describe many detected photons,
we need likelihood function

 

 Finding I that maximize LN
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Like wise, any physical parameters, θ, can be estimated by
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 Finding θ  that maximize LN
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To describe many detected photons,
we need likelihood function
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In may cases, it is convenient to take a logarithm.
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Then the Score function is defined by
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Note that S(X,θML)=0



The probability having Δ given I is 
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p
with in a time interval, T, is Now, let’s say there was an intensity change at tk .

Then the probability having Δ for Tj is,
!n

To describe many detected photons,
we need likelihood function

 

 | expj j jf I I I     

Then, likelihood function is given by
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  The problem is that 
we don’t know where k locates in an observed data.
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with in a time interval, T, is

Statistical test

If you have two model,

!n

To describe many detected photons,
we need likelihood function

 

the likelihood ratio
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the critical value λC(N,α) 
with N observables and a confidence interval α 
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  with N observables and a confidence interval α.
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Bayesian Information Criterion
To determine the # states
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c
Application to the Real single‐molecule data

c
1. Quantum Dot



single molecule FRET photon burst data
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 Finding θ  that maximize LN

!n

To describe many detected photons,
we need likelihood function
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p
with in a time interval, T, is

The Fisher information gives
the amount of information contained in a data set.

2!n

To describe many detected photons,
we need likelihood function
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There is a relation between var(x) and J(x) 
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There is a relation between var(x) and J(x).

    1var x J x 

Where the equality is hold when x is calculated using MLE 
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  Where the equality is hold when x is calculated using MLE.



Bayes Law
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